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Resumen

La variedad de investigaciones realizadas evidencia la importancia de la visualizacion en la investigacién
en educacién matematica. Este articulo expone los ambitos de investigacién donde se ha centrado la
atencidén en los ultimos 35 afios. A manera de conclusidn se plantean cuestiones que aun no han sido
contempladas.
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Abstract

The variety of research carried out shows the importance of visualization in research in mathematics
education. This article exposes the areas of research where attention has been focused in the last 35
years. By way of conclusion, questions are raised that have not yet been considered.

Keywords: mathematical education, visualization, two-dimensional geometric figures.

1. Introduccion

La historia de las matematicas puso en evidencia entre los siglos XIX y gran parte del siglo XX una
“desvisualizacién” o “desespacializacion” en la Geometria (Davis, 1993): la visualizacion no se considerd
necesaria para el desarrollo de las matematicas, si un obstaculo. La aparicion de los computadores gréficos y de
los programas informaticos junto al desarrollo de estudios sobre el funcionamiento de la mente propicio el
interés de la visualizacidn en los ultimos decenios (Presmeg, 2006). Muchos investigadores de finales del siglo
XX, por ejemplo, Zimmerman y Cunnighan (1991), afirmaron que se estaba viviendo una etapa de renacimiento
de la visualizacion.

En la actualidad existe una fuerte tendencia a reconocer la importancia de la visualizacion en el estudio de las
matematicas (Duval, 2003;). Para muchos investigadores esta actividad cognitiva es determinarte en
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matematicas (Zimmermann y Cunnigham, 1991; Duval, 2011). Por tanto, la comunidad educativa ha considerado
su inclusion en los curriculos de matematicas (Presmeg, 2006); y ha aportado pautas para su desarrollo (Duval,
1999).

En la actualidad, a pesar de lo anterior, aun se reportan dificultades o limitaciones para que la visualziacion
desemperfie un papel determinante en el estudio de las matematicas. Cuestion reportada tanto en estudiantes
(Marmolejo y Vega, 2012) y educadores (Gal, 2005 en Gal y Linchevski, 2010; Marmolejo, Sanchez y Londofio,
2017) como en la forma cdmo los libros de texto suscitan el estudio de las matematicas (Marmolejo, 2020, 2014;
Marmolejo, Guzman y Insuasty, 2016).

Las investigaciones sobre el papel de la visualizacion en el estudio de las matematicas evidencian la concepcion
de esta actividad cognitiva desde caracteristicas y matices diferentes (Marmolejo, 2014). En el presente reporte
se considera como unidad visual las figuras geométricas bidimensionales (en adelante figuras). Se asume la
visualizacion como todo proceso matematico que contemple, de forma independiente o articulado, cualquier
tipo de transformacién bidimensional y unidimensional sobre una figura (aprehension operatoria: Duval, 1999),
0 que suscite el pasar de asumir una figura como una Gestalt a discriminar en ella sus partes constituyentes de
dimension 1y 0 (Deconstruccion dimensional de formas: Duval, 2004).

Teniendo en cuenta lo anterior, en el presente trabajo se asume que la visualizacion puede conducir
asertivamente a la resolucidn de la tarea matematica propuesta o suscitar procedimientos engorrosos, equivocos
y ajenos. En este sentido, la funcién desempenada por la visualizacién alude al hecho que las figuras geométricas
permiten la conducta de abduccion (Duval, 1999), es decir, son estas representaciones quienes delimitan de
entrada las alternativas a considerar en la busqueda de una demostracion. En un proceso matematico esta
conducta guia la deduccién (Duval, 1999).

El propdsito de este articulo es doble. Por un lado, exponer, sin tomar postura, las tendencias de investigacion
gue consideran el vinculo visualizacidén-estudio de las matematicas. Por otro lado, proponer un conglomerado
de preguntas, aun no exploradas, que susciten el desarrollo de una nueva linea de investigacion en torno
comprender cdmo la visualizacidn interviene en el estudio de las matematicas.

2. Metodologia

2.1. Naturaleza de la investigacion

Este trabajo centra su atencidn en la revision bibliografica de la literatura especializada. Puntualmente, considera
una revision descriptiva (Squires (1989), citado en Icart et al., 1994). Para lo cual se asumié un Analisis de
contenido centrado en la investigacion por observaciéon (Pokharel & Mutha, 2009). Investigaciones de esta
naturaleza permiten identificar, seleccionar y clasificar la literatura en categorias (Pokharel & Mutha, 2009).
Proporcionan una puesta al dia sobre conceptos Utiles en areas en constante evolucién y hacen posible
establecer cudles aspectos han permanecido desconocidos (Vera, 2009). Lo cual suscita la no repeticion de
trabajos realizados, posibilita la consecucién de marcos de referencia, el conocimiento de métodos de trabajo
empleados en casos similares y la extraccion de elementos para discutir los resultados de una investigacion (Parra
y Toro, 2006).

2.2. Fuentes de datos, muestra y seleccion

Cinco condiciones se consideraron para incorporar los estudios reportados en la literatura especializada en la
presente investigacion, a saber: investigaciones donde se aludié al termino visualizacién y que centraron su
atencién en las figuras geométricas bidimensionales (palabras claves: visualizacion, percepcion visual, figuras,
transformaciones figurales, operaciones geométricas y tratamiento figural); investigaciones reportadas en
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revistas internacionales y nacionales o en memorias de tesis doctorales o en congresos especializados en
educaciéon matematica (se excluyeron resimenes); estudios publicados o finalizados en el periodo entre 1981y
2016 (35 afios); reportes expresados a través de los idiomas castellano, inglés, francés y portugués; y las fuentes
del estudio debian ser de tipo primaria o secundaria.

Como fuentes de datos se selecciond las bases de datos Scopus, Science direct y ProQuest. También, otros
recursos electronicos como Latindex, Dialnet, Redalyc y Scielo. Igualmente, los motores de blusqueda de Google
y Yahoo.

El proceso anterior pemitié discriminar como unidades de analisis 49 reportes de investigacion. Para lograr lo
anterior se acudié de forma directa a fuentes primarias u originales. Estas permitieron identificar fuentes
secundarias, las cuales fueron consideradas para llegar a las fuentes primarias.

2.3. Sistematizacion y discriminacion de tendencias de investigacion

Un vez que todos los reportes de investigacion estuvieron en poder de los investigadores, se disefié una ficha
para registrar aspectos particulares que permitieran discriminar cual fue el papel asignado a la visualizacidn. La
ficha considerd informacion relativa a los antecedentes presentados en la introduccidn, el objetivo propuesto,
los resultados reportados y las conclusiones expuestas. Esta ficha fue utilizada para sistematizar y sintetizar todas
las unidades de andlisis. Asi, surgieron cuatro categorias emergentes estas, sin animo de ser taxativas, se
utilizaron para clasificar las unidades de analisis, a saber:

- Desarrollo de la visualizacidn: tendencia que considera como los educadores, los textos escolares y los
softwares educativos promueven el desarrollo de la visualizacion.

- Tipos de visualizacion y complejidad visual: considera los tipos de visualizacién contemplados en la
ensefianza de las matematicas y los niveles de complejidad que subyacen a su consideracion.

- Rol de la visualizacién en el desarrollo de actividades cognitivas: en esta tendencia de investigacion la
atencién recae en el vinculo entre la visualizacién y el desarrollo de otras actividades cognitivas
(generalizacién, razonamiento deductivo, construccion, argumentacion y resolucién de problemas).

- Visualizacién en el estudio de objetos matematicos: esta tendencia de investigaciéon contempla el papel
gue desempefia la visualizacidn en la ensefianza de objetos matematicos especificos.

3. Resultados

La revision de la literatura especializada permitid, como se llamé la atencién en el apartado anterior, clasificar la
literatura sobre visualizacidon en cuatro tendencias de investigacion: Desarrollo de la visualizacién, Tipos de
visualizacion y complejidad visual, Rol de la visualizacion en el desarrollo de actividades cognitivas, y visualizacion
en el estudio de objetos matematicos. El orden expuesto alude al lugar que ocupa cada tendencia segun el
numero de reportes discriminados. En algunos casos, los reportes analizados aportan elementos de reflexion que
aluden, simultdneamente, a mas de una de las categorias resefadas. En este sentido, la primera y segunda de
las tendencias son contempladas respectivamente en 23 y 22 de los 49 reportes analizados; mientras que la
tercera y cuarta de las tendencias, lo son, seguin el caso, en 19y 6 de estos reportes. En lo que sigue se describen
en detalle las investigaciones que conformaron cada una de las tendencias de investigacion resefiadas.

3.1. Desarrollo de la visualizacion

Asumir las figuras como herramientas heuristicas en la resoluciéon de problemas matematicos no es obvio ni
espontaneo (Duval, 2011). La visualizacion es un asunto relativo al tratamiento de informacion. Es susceptible de
aprendizaje: el desarrollo de la visualizacién debe propiciarse a lo largo de toda la educacién basica (Marmolejo
y Vega, 2012).
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El area de superficies planas es un tdépico matematico propicio para suscitar el desarrollo de la visualizacion
(Marmolejo y Vega, 2012). Son argumentos que justifican estas afirmaciones: el estudio del area de superficies
planas se promueve desde los primeros grados de la educacidn basica y suscita la aplicacién de operaciones para
transformar bidimensionalmente las figuras e inducen cambios dimensionales. Estos aspectos son determinantes
al considerar la visualizacion como objeto de estudio (Duval, 2003, 2005).

Las investigaciones de Duval (1998) han enfatizado que el desarrollo de la visualizacion debe promoverse
independientemente (y de forma previa) de otras actividades cognitivas, es el caso del razonamiento (deductivo
y argumentativo) y la construccion de figuras geométricas.

En cuanto a las distintas formas de ver permitidas por las figuras (aprehensién operatoria y la discursiva) se ha
establecido que su desarrollo debe promoverse en tiempos y espacios distintos (Duval, 2004). Para el caso de la
aprehension operatoria se debe considerar tres condiciones: las tareas propuestas no deben implicar en su
desarrollo ningun tipo de actividad de razonamiento (aplicacion de definiciones o teoremas), no debe estar
implicado ningun tipo de cambio dimensional en la secuencia de sub-figuras consideradas y las tareas deben
organizarse secuencialmente en funcién de una variacion sistematica de los factores de visibilidad (Duval, 1999).

Las investigaciones de Duval también asignan un rol determinante a la aplicacion de tareas de completado de
figuras para el desarrollo de la aprehensidn discursiva. Es decir, actividades donde “los angulos, los segmentos
estan parcial o completamente borrados, de manera que con un golpe de vista, nada o casi nada se organiza en
una forma inmediatamente reconocible” (Duval, 2003, p. 23). Asi, los estudiantes de forma visual y, con ayuda
de instrumentos, deben aplicar sobre las figuras prolongaciones. Estos trazos promueven la aparicién de puntos
de interseccidn ausentes y permiten la discriminacién de nuevos elementos geométricos.

Al respecto, Duval (2003) sefiala que las figuras deterioradas pueden ser representaciones iconicas (una figura
representando una casa) o no icdnicas (objetos basicos en la ensefanza de la Geometria: tridangulos,
rectangulos...) o bien representaciones ensamblados de diversas formas. El mismo autor, resalta ademas tareas
de esta naturaleza no son “una actividad cognitivamente centrada sobre las figuras particulares vy
matematicamente remarcables, sino sobre el proceso de visualizacion para el desarrollo de la actividad
geométrica” (p.24). En este sentido, las actividades de restauracidn obligan a realizar operaciones como observar
una figura fuera de su marco de referencia, prolongar la recta soporte de los segmentos, reorganizar una figura
dada y discriminar en una figura, otra, u otras configuraciones.

Presmeg (1986a, 1986b) y Gal y Linchevski (2010), por otra parte, firman que los educadores deben discriminar
las dificultades visuales de sus estudiantes y ser conscientes del momento cuando las enfrentan. Consideran esta
cuestion como un elemento determinante para hacer de la ensefianza de la Geometria un aspecto centrado en
el desarrollo de capacidades, entre otras, las visuales. En particular, la segundas de las investigaciones plantea
cuestiones a considerar en investigaciones futuras. Por ejemplo, écédmo los docentes que han sido expuestos a
un conocimiento visual lo utilizan durante la instruccidn en el aula? ¢Como estos educadores incorporan las
teorias de la percepcion visual en el analisis de las dificultades de los estudiantes y en su desarrollo profesional?

Otros estudios, como los de Warren y Cooper (2008) muestran cdmo las acciones de los profesores ayudan a la
adquisicion de capacidades visuales. El trabajo de Markovits, Rosenfeld y Eylon (2006), por su parte, describié
patrones de crecimiento visual. Los cuales evidencian un inadecuado desarrollo de habilidades visuales en
educadores de pre-escolar y de los primeros grados de educacién basica. Las habilidades visuales promovidas
por estos educadores en el aula son similares a las evidenciadas por sus estudiantes. Este estudio también resefa
que los profesores “equipados con el conocimiento de contenido pedagdgico” sobre la percepcién visual son
conscientes de las dificultades de sus estudiantes y pueden lidiar con ellas. Por ejemplo, proporcionan estrategias
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para identificar figuras y descomposiciones claves, igualmente para interpretar datos en las figuras y elementos
gue permiten la resolucidn de la tarea propuesta (Gal, 2005, citado en Gal y Linchevski, 2010, p. 180).

Presmeg (1991), desde un punto de vista distinto, estudié cdmo los educadores facilitan u obstaculizan el recurso
de la visualizacion. Clasificd a los profesores en visuales, no visuales y visualmente intermedios. Esta investigaciéon
puso en evidencia varias cuestiones. Por un lado, los profesores intermedios utilizaron métodos visuales
caracteristicos de los profesores visuales, pero, a diferencia de estos pusieron en acto actitudes que expresan la
visualizacion como una actividad no necesaria ni importante en las matematicas. Por otro lado, en relacion a los
estudiantes, la investigacion mostrd que los profesores no-visuales influyeron en las formas de proceder de los
estudiantes con altas capacidades visuales. Dichos estudiantes trataron de prescindir de sus métodos visuales
preferidos en favor de los métodos no visuales instaurados en clase.

Inan y Dogan-Temur (2010), por su parte, resefaron que los profesores de pre-escolar de Turquia privilegian
visualizaciones estaticas en sus procesos de ensefanza: las figuras no suelen transformarse o discriminarse mas
alla de lo percibido a primer golpe de vista. Esto se evidencia en el actuar los educadores: demandan el
reconocimiento de figuras elementales a partir de sus formas y de las similitudes con objetos cotidianos. En
menor proporcion, los educadores consideran la discriminaciéon de las caracteristicas de las figuras y el
establecimiento de diferencias y similitudes entre ellas. En relacién a los materiales de mayor uso en sus clases,
este estudio llama la atenciéon que muy pocos profesores introducen el uso de elementos y acciones para
posibilitar transformaciones figurales. Por ejemplo, el tangram y el recorte y pegado de papel.

La literatura considera los software educativos como soportes para el estudio de la geometria y el desarrollo de
la visualizaciéon. En palabras de Mahama y Villani (1998) estos recursos posibilitan la simulacion de
“construcciones tradicionales con regla y compas” (p. 341) y permiten “mover los elementos bdsicos de una
configuracién sobre la pantalla mientras se mantienen fijas las relaciones geométricas existentes” (p. 341). Estas
cuestiones, sin lugar a dudas, privilegian “la presentacion dindmica de los objetos geométricos y favorece la
identificacion de sus invariantes” (p. 341). En otras palabras, permiten “manipular, explorar y analizar las
construcciones y, de ésta manera, contribuir a mejorar la visualizacién” (Haas y Rosado, 2011, p. 1198).

Una de las principales cuestiones planteadas en la investigacién sobre el vinculo visualizacién y software
educativo es “éCémo interviene la utilizaciéon de los SGD [¢Sistemas geométricos dindmicos] en el paso de la
axiomatica natural a la formal, particularmente en los procesos visualizacién e intuicion geométrica y como
influye el uso de este software?” (Chacdn, 2014, p. 16). Al respecto, se ha constado que en “el aprendizaje
geométrico con software dindmico se produce una gran ruptura entre estas dos diferentes formas de
visualizacion (icdnica y no icdnica). Esta ruptura es importante, pues, “solo la visualizacién no icénica es
pertinente para los procesos geométricos que se deben producir” (Chacén, 2014, p. 16). Cuestiones similares se
reportan en Haas y Rosado (2011) y en Kordaky (2003). En estas dos investigaciones evidencian el papel de los
SGD en el desarrollo de la visualizacidn y su rol en la constituciéon de conocimiento matematico. En el primer
caso, en torno a los conceptos de congruencia y semejanza, en el segundo, en el estudio del area.

Desde un punto de vista contradictorio, investigaciones como las de Larios (2006) y Herrera (2011) detectan
dificultades en el desarrollo de la visualizacidn a través del uso de los SGD. Estos trabajos muestran que, tras la
aplicacion de la operacion de arrastre, muchos estudiantes no logran discriminar cadenas de figuras ni identificar
caracteristicas geométricas representadas en las configuraciones construidas. A manera de conclusidn, estos
autores establecen que, los educadores deben asumir un papel determinante para ayudar a salvar dichos
obstaculos y posibilitar el desarrollo de la visualizacidn a través del uso de este software.

Otra cuestion de interés en esta tercera tendencia de investigacion es el papel que desempefian los libros de
texto para promover el desarrollo visual. La importancia de estos materiales didacticos radica en que son uno de
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los mas usados por los profesores al planificar, preparar y realizar sus clases de matematicas (Schmidt et al.,
1996), y constituyen una fuente para identificar el contenido impartido en el aula (Pepin, Haggarty y Keynes, 2001) y
las formas cdmo se presenta (Cobo y Batanero, 2004).

En este sentido, la atencién ha recaido en como los libros de texto promueven el desarrollo de la visualizacion a
través del estudio del concepto de area. Asi, pues, son objetos de interés la discriminacién de elementos
constitutivos de la visualizacién (Marmolejo y Gonzalez, 2013a), funciones que desempefa la visualizacién
(Marmolejo y Gonzalez, 2013b), los niveles de complejidad que subyace a la consideracién de la visualizacién
(Marmolejo 2014), las estructuras de control incluidas para determinar formas de ver especificas (Marmolejo y
Gonzalez, 2015a).

Las cuestiones anteriores permiten caracterizar las diferentes formas de visualizacion que imperan en los libros
de texto y si estos materiales promueven, o no, el desarrollo de la visualizacion. Puntualmente, en Marmolejo
(2014) se concluye que los libros favorecen el desarrollo visual al incluir estructuras de control, No es asi cuando
privilegian algunos tipos de funciones visuales. En cuanto a los niveles de complejidad asumidos, estos propician
el desarrollo visual pero en menor medida a como sucede con las estructuras de control introducidas.

3.2. Tipos de visualizacion y complejidad visual

El cerebro espontdneamente organiza los elementos perceptuales que llegan a él. Son varias las leyes
(gestalticas) que explican la organizacidn perceptual espontdanea de un individuo cuando centra su atencién
sobre una configuracidn figural. Por ejemplo, la Leyes de la Buena Continuidad y de Cierre. La primera es la
“tendencia a reunir en una Unica estructura aquellas partes o unidades que parecen estar alineadas o en suave
continuidad direccional unas respecto a otras sin que las demas cosas varien” (Rock, 1985, p. 116); la segunda
ley, por su parte, alude a la “tendencia, sin que varie el resto, a agrupar en estructuras unificadas aquellos
elementos que juntos constituyen una entidad cerrada” (p.118).

Pero, no basta con formas espontaneas de ver para responder a las exigencias visuales exigidas en el estudio de
las matematicas. Es indispensable poner en juego actividades mentales, las cuales van en contravia de aquellas
formas de ver que espontaneamente impone el cerebro (Duval, 2004). Una figura permite aprehensiones de
naturaleza diferente (Duval, 1995): perceptual (determinacién de informacién a primer golpe de vista),
operatoria (modificaciones mereoldgicas, posicionales y dpticas), discursiva (articulacion entre discurso vy
acciones figurales) y secuencial (seguimiento de pautas para construir una figura o descripcidn de ellas). Mientras
la primera de las aprehensiones obstaculiza algunos aspectos relativos a la estructura matematica de las figuras,
las restantes son aplicadas reiterativamente en tareas de demostracion. En algunos casos unas aprehensiones
se subordinan a otras, en otros, se relacionan y, en ciertos momentos, se oponen (Duval, 2003).

En esta linea de ideas, investigaciones como las realizada por Marmolejo y Vega (2012) han analizado el paso de
la aprehensidn perceptual a la operatoria. Entre los resultados discriminaron dos clases de visualizacién: local
con pérdida de globalidad (la figura es percibida de forma "cuadriculada" como si fuese un mosaico de baldosas,
las caracteristicas globales de la figura son dejadas de lado) y local sin pérdida de globalidad (se consideran tanto
las caracteristicas internas como globales de la figura). A manera de conclusidn estos autores establecen que la
visualizacion local sin pérdida de globalidad determina los procedimientos matematicos mas potentes y
econdmicos. La visualizacidon local con pérdida de globalidad, la mas espontanea y mas considerada, por su parte,
los obstaculiza.

Duval (2005) y Gal y Linchevski (2010) mostraron, por su parte, que los estudiantes privilegian una visualizacion
de naturaleza estatica o icénica centrada en lo que “a primera a(No va) vista se ve”. La cual no solo resulta
insuficiente, ademas dificulta la aplicacion y tratamiento de conceptos y relaciones geométricas (Duval, 2005).
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Otros estudios como los realizados por Deliyianni, Elia, Gagatsis, monoyiou y Panaoura (2009) han confirmado
que los tipos de modificacién posicional, dptico y meredlogico (No sé qué significa) constituyen niveles de
jerarquia que explican la aprehensidon de las figuras en tareas de geometria. En un sentido similar, Elia, Gagatsis,
Deliyianni, Monoyiou y Michael (2009) revelaron diferencias en el desempefio de los estudiantes segun el tipo
de modificacién considerado. Esta uUltima investigacién también evidencid falta de consistencia en la aplicacion
de un tipo de modificacidn en relacidn a otro. Puntualmente, describieron rendimientos similares en la aplicacién
de modificaciones épticas y posicionales, pero no en las modificaciones operatorias. También evidencié
consistencias en la aplicaciéon de las modificaciones mereolégicas y dpticas; nunca en la de modificaciones
posicionales. El trabajo de Elia et al. (2009), por otra parte, llamod la atencidén a que “algunas de las tareas de
modificacién posicional...fueron abordadas de manera similar a tareas de modificacion mereoldgica y el resto...
de manera similar a tareas de modificacion dptica” (p. 6).

Desde un punto de vista distinto, Clements, Swaminathan, Zeitler y Sarama (1999) concluyeron que, los nifios
entre los 3 y 6 afios al identificar, describir y clasificar formas reconocen sin complejidad alguna componentes y
propiedades simples en figuras estandares. Forman esquemas basados en el analisis de las caracteristicas de
formas visuales y relacionan formas con prototipos visuales.

La discriminan de cuadrilateros representados de forma estereotipada o de manera diferente a como se hace en
los libros de texto (p.e. una orientacién diferente) también es una cuestion de interés en la literatura
especializada. Al respecto, Moriena y Scaglia (2003) observaron que “los dibujos estereotipados de estas figuras
influyen en la valoracién realizada por los jovenes en su reconocimiento”, asimismo, que al identificar figuras a
partir de sus representaciones figurales los nifios aluden a la posicidn de la figura para justificar sus respuestas.

En un sentido similar, el trabajo de Larios (2006) encontrd que en algunos estudiantes la orientacién es un
atributo determinante en la resolucion de un problema geométrico. Por ejemplo, en tareas donde las figuras se
representan de forma y con orientaciones no prototipicas (con el objeto de detectar el tipo de figura, sus
relaciones espaciales y actuar sobre ellas) se tiende a cambiar las figuras iniciales por otras cuyas formas y
orientaciones son conocidas y consideradas correctas. Es sobre las segundas de las figuras que se centra su
atencién para resolver la actividad propuesta, no sobre las primeras.

También se ha estudiado el papel del conocimiento prototipico y los atributos formales de algunas clases de
figuras en las estrategias de clasificacion de representaciones figurales. Walcott, Mohr y Kastberg (2009), entre
otros, verificaron que, al comparar dos figuras representadas sobre una cuadricula con formas diferentes e igual
area (rectangulo y paralelogramo), la mitad de los estudiantes asumen ambas representaciones como iguales.
Estos estudiantes describieron las caracteristicas comunes de las dos figuras asociando una forma a la otra
mediante acciones de transformacion.

En cuanto a los estudiantes que en el estudio de Malcott et al (2009) asumieron las figuras como distintas,
centraron su atencién en atributos formales o impuestos en comparaciones con prototipos familiares, por
ejemplo, angulos, lados, medidas, lineas paralelas, entre otros; o concibieron las figuras como diferentes pues,
segun ellos, cada una pertenecia a una clase de figuras de naturaleza distinta. Esta investigacion identificé en el
primer grupo de estudiantes la movilizacion de una vision dindmica de las figuras (los atributos no vinculados a
las definiciones se manipulan libremente), mientras que el segundo grupo se discrimind una vision estatica de
las figuras (consideraron solo atributos y propiedades como el tamario o el nimero de lados y/o los dngulos).

En un orden de ideas distinto, Ramirez (2012) estudié las habilidades de visualizacion de estudiantes con talento
matematico. Consideré como objeto de estudio los movimientos en el plano y la igualdad de figuras (y su
unicidad). A manera de conclusidn, se sefald que los alumnos con talento matematico evidencian niveles de
inteligencia y capacidad visual superior a otros tipos de estudiantes. También que este tipo de alumnos aplican
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una alta variedad de habilidades visuales (percepcién figura-contexto, conservacién de la percepcidn, percepcion
de la posicion en el espacio, discriminacidn visual). Este estudio concluyd que, durante el proceso de aprendizaje,
las habilidades visuales evolucionan de forma diferente en los estudiantes con talento matematico y lo que no
pertenecen a dicho grupo.

También existen estudios que evidenciaron la existencia de factores que facilitan o entorpecen la discriminacion
de operaciones visuales. Cuestion que explica por qué para la mayoria de los estudiantes es complejo considerar
las figuras como herramientas heuristicas. En Padilla (1992), por ejemplo, se aludié como elementos que
propician la aplicacién de la operacion de reconfiguracidn tanto la concavidad de las partes a reagrupar, la
inclusion (o no) de fraccionamientos de las partes claves, como el nimero de operaciones a incluir y la necesidad
(o no) de desdoblar una figura o parte de ella. Marmolejo (2007), por su parte, llamé la atencién como elementos
resaltantes para contemplar la operacidn de fraccionar la superficie de una figura en sub-figuras al contorno de
la figura y a la orientacidon de los trazos a introducir en el proceso de fraccionamiento.

Otros estudios como los de Marmolejo y Gonzalez (2015a) se establecid elementos incluidos por los libros de
texto para afectar la aplicacion de variadas operaciones visuales: presentacion del contenido, explicitacion de
procedimientos, elementos que afectan la visibilidad en las figuras y cuestiones alusivas a iconismo. Igualmente,
se incluyen dentro de este grupo investigaciones las realizadas por Duval (1995, 1998), Grenier (1988, en Padilla,
1992), Kischemann (1981, en Padilla, 1992) y Lemonidis (1991).

La complejidad visual en los procederes de los educadores también es una cuestién de interés en la Educacion
Matematica. Guirette (2006), por ejemplo, evidencid, en algunos profesores, un incipiente dominio de la
aprehensidn operatoria al tratar “Pruebas sin palabras”. En Guirette y Zubieta (2010), por su parte, se concluyo
que para los educadores es complejo identificar las unidades figurales bidimensionales a discriminar en la
resolucidn de una tarea. En casos donde los educadores logran discriminarlas, lo hicieron de forma aislada y no
como un conjunto de elementos constituyentes de la representacidn en cuestiéon. Esta investigacion también
sefialé la inclusiéon de acciones de discriminacidon o introduccion de trazos auxiliares (para desencadenar
informacidn relevante a la resolucidn de la tarea propuesta) como cuestiones complejas para la mayoria de los
educadores.

3.3. Rol de la visualizacion en el desarrollo de actividades cognitivas

Algunos estudios contemplan el papel de la visualizacidn en la discriminacion de patrones y el desarrollo de
generalizaciones. Por ejemplo, Yeap y Kaur (2008) asumieron la habilidad para discriminar estructuras (y
relaciones) de las secuencias figurales y el uso de organizaciones heuristicas como factores cognitivos
facilitadores en el descubrimiento de estrategias de generalizacién.

Otras investigaciones, centraron su atencion en el papel de las secuencias de figuras bidimensionales y de las
representaciones aritméticas en procesos de abduccidn, los cuales apoyan y justifican inducciones que conducen
a generalizaciones. Al respecto, Rivera y Becker (2007) concluyeron tres cuestiones: a) el tipo de representacién
considerada representa diferencias significativas entre cdmo son descubiertos, construidos y generalizados (en
términos simbdlicos) los procesos abducidos, b) quienes realizan abducciones a partir de las representaciones
numéricas muestran un mayor nimero de estrategias. No es el caso de los estudiantes que lo hacen a partir de
figuras, y c) los estudiantes muestran mayor capacidad de justificacién de generalizaciones cundo recurren a la
viabilidad de formas abducidas. Los estudiantes al proceder de tal forma incluyen los procedimientos mas
pertinentes y potentes.

En una segunda investigacidn, Rivera y Becker (2008) describieron cémo se aplican las generalizaciones a partir
de modelos lineales de figuras. Segun el nivel de complejidad identificaron tres estrategias: constructiva
estandar, constructiva no estandar y deconstructiva. Las dos primeras categorias fueron las de menor
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complejidad y de mayor uso. Estuvieron asociadas a una visualizacion centrada en la discriminacién de las
unidades unidimensionales y permitieron determinar las secuencias figurales claves del patréon en juego. La
generalizacidn por deconstruccién, al contrario, fue la de mayor complejidad y de menor uso. Estuvo vinculada
con la discriminacion de composiciones de sub-figuras bidimensionales superpuestas entre si. Donde uno o
varios de sus lados o vértices correspondieron simultdneamente a dos o mas sub-figuras. En este Ultimo modelo
de generalizacion se aplicd un proceso de separacion de las sub-figuras a través de la composicion vy
descomposicion de unidades unidimensionales o cero-dimensionales. Estas unidades permitieron determinar el
patrén en juego.

Dentro de esta tendencia de investigacidn, igualmente, destaca el estudio de Steele (2008). En un proceso de
ensefianza centrado en ayudar a “identificar y generalizar patrones de relaciones entre cantidades en
crecimiento pictorico y problemas de cambio” (p. 97), esta investigacion evidencid que los estudiantes inician sus
procesos de identificacién de patrones y de generalizacion a partir del dibujo de configuraciones geométricas.
Por ejemplo, secuencias de figuras. Tales acciones permitieron discriminar los patrones en cuestién vy
“transferirlos” a ndmeros u operaciones numéricas, lo cual permitié describir el patrén observado vy
representarlo simbdlicamente. Una ultima cuestion a considerar en esta investigacion alude al papel de las
figuras en torno a la explicitacion de patrones: la mayor parte de la poblacién realizd generalizaciones
directamente de la informacion visual de las configuraciones geométricas sin recurrir a ningun tipo de tabla.

En cuanto a los estudios que contemplan como objeto de analisis el razonamiento deductivo se encuentran los
trabajos de Sanchez (2003), Torregosa y Quesada (2007), Torregosa, Quesada y Penalva (2010) y Pedemonte y
Reid (2011). En el primer caso, se establecié que la no aplicacion de la operacidn de reconfiguracién (transformar
una figura en otra de contorno global distinto) es el principal causante de dificultades en el desarrollo de
demostraciones. El segundo estudio, por su parte, destacd como causas limitantes de los procesos de
razonamiento deductivo, la presencia de configuraciones geométricas cuya organizacion perceptiva obstaculizé
la discriminaciéon de las sub-configuraciones claves. Estas propiciaron un conocimiento insuficiente de las
relaciones légicas e introdujeron dificultades para identificar y manipular las sub-configuraciones iniciales. En
cuanto al trabajo de Torregosa, Quesada y Penalva (2010), en él se determind que la inclusién de obstaculos para
la aplicacion de aprehensiones operativas, la ausencia de aprehensiones discursivas y la falta de coordinacién
entre las aprehensiones discursivas y operatoria, constituyen aspectos inhibitorios o posibilitadores de tipos de
visualizacion que desencadenan procesos de razonamiento deductivo. Finalmente, Pedemonte y Reid (2011)
establecieron la abduccidon como un elemento no siempre determinante en la construccidon de pruebas. En
ocasiones, la abduccion puede constituir una fuente de obstaculos.

Otros estudios como los realizados por Mesquita (1989) consideraron como elementos determinantes para la
mostrar de los argumentos incluidos en la resoluciéon de un problema, el tipo de pregunta propuesta, la
aprehension asumida y el estatus que representa la figura; asimismo, la presencia o no de obstaculos heuristicos.
La investigacion de Ledn (2005) también contempld el estudio de las relaciones entre las aprehensiones figurales
Yy Su recurso a razonamientos discursivos como elementos discriminatorios de variables semidticas y
argumentativas. Se concluyé que tales relaciones inciden en procesos de “surgimiento y visualizacion de las
relaciones objeto de la expansidn discursiva y de los procesos de argumentacion matematicos” (p. 311). Se
concluyd, ademas, que, la aprehension operatoria es poco considerada en tareas argumentativas; la aprehensién
discursiva, lo es dependientemente de la aprehension perceptual y del valor asignado al surgimiento de unidades
apofanticas. Asimismo, este estudio sefiald que, en procesos de aprehension discursiva, “la designacion privilegio
las formas bidimensionales” (p. 311) y una poca consideracién de la aprehensién operatoria. También, “restringid
las operaciones de predicacidon y de comparacidn a aspectos perceptuales manifiestos por el registro” (p. 311).
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La investigaciéon de Figueiras y Deulofeu (2005), desde un interés distinto, discriminé diferentes clases de
visualizacion en la resolucion de problemas desplegados por los estudiantes. En palabras de los autores, estas
clases de visualizacidn estuvieron relacionadas con el nivel de madurez matematico del sujeto. Este trabajo
concluyé que el reconocimiento y discusién de las clases de visualizacién consideradas por el resto de
companieros, ayuda a los estudiantes a dotar de significado al proceso de resolucion del problema planteado. Tal
cuestion apoyo el rol de la interaccion social en el desarrollo de habilidades visuales.

3.4. Visualizacidn en el estudio de objetos matematicos

La investigacion de Lemonidis (1991) evidencia que la comprension y aplicacion de la operacién geométrica de
homotecia (una transformacion afin) exige un trabajo previo de naturaleza cognitivo con fines matematicos:
discriminacién de configuraciones basicas donde se manipulan la orientacion y ubicacién de la figura objeto, la
figura imagen y el punto de homotecia. La explicitacion de lo anterior, unido a la puesta en correspondencia
entre las unidades significantes de las representaciones figurales y simbdlicas con nimeros que determinan el
estudio de la homotecia, beneficia, entre otros aspectos, la discriminacién del centro de homotecia en una figura
homotética, la determinacion de puntos homadlogos y la determinacion del sentido de la transformacion de la
figura imagen.

Marmolejo, Insuasti y Guzman. (2016) al explorar cémo el concepto de fraccion tiende a ser estudiado en los
libros de texto de los primeros ciclos de la educacién basica identifican, un desequilibrio entre el nimero de
tareas (presentacién de contenido, ejemplos y ejercicios) que privilegian roles visuales potentes y aquellas donde
se hace de forma moderada o inexistente. Los libros, pues, ignoran el rol que desempefia la visualizacién para el
estudio de las fracciones. Esto, al menos, en los primeros ciclos educativos.

Ledn (2005), por su parte, identific6 fendmenos asociados a la aprehensién perceptual que bloquean el
establecimiento de relaciones de naturaleza pitagédrica. Entre otros, la falsa percepcion de formas iguales o
diferentes y una percepcion poco desarrollada de elementos bidimensionales (angulos) y unidimensionales
(lados). Estos aspectos determinan procesos de exploracion que desvian la atencion de la aprehension operatoria
y del razonamiento hacia maneras de proceder heuristicamente no pertinentes. Ademas, estos procesos impiden
que la instanciacién geométrica propicie las condiciones para la emergencia de las longitudes y las amplitudes
como objeto de las reflexiones de los estudiantes” (p. 308).

En cuanto al objeto matematico area de superficies planas, investigaciones como la realizada por Padilla (1992)
determinaron que el explicitacion de transformaciones figurales previa a la ensefianza del area evita la confusion
entre el area vy el perimetro.

Por otra parte, Marmolejo y Vega (2012) establecieron que la manera de ver una figura desencadena
procedimientos diferentes para comparar la cantidad de area de dos figuras, lo cual se traduce en la
consideracion de tratamientos y conversiones semidticas distintas. Este estudio, ademas, identificd una
diferencia entre los estudiantes que no reflexionan sobre las posibilidades heuristicas y operatorias de las figuras
y quienes no lo hacen: mientras que los primeros tienden a recurrir a procedimientos engorrosos y poco
asertivos, los segundos son mas directos y asertivos al resolver actividades donde el area de superficies planas
es un objeto de consideracion.

En un sentido distinto, Outhred y Mitchelmore (2000, 2004) identificaron conexiones entre las formas de cubrir
un rectangulo por medio de unidades cuadradas de igual area y las estrategias de enumeracién a las cuales se
recurre cuando se quiere calcular su area. Por ejemplo, los estudiantes que representaron la estructura de una
matriz en términos de filas y columnas tendian a contar por grupos (filas o columnas) o utilizando la
multiplicacion. Battista, Clements, Kathryn y Auken (1998) sefialan que dichas acciones visuales no son evidentes
para los estudiantes.
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En consecuencia, Outherd y Mitchelmore (2000) proponen una serie de principios que promueven la
comprension intuitiva del concepto de medida de area: cubrimiento completo (la superficie del rectangulo se
cubre totalmente con figuras de forma y cantidad de area igual a la unidad seleccionada); estructura espacial (las
unidades se van alineando de forma que haya el mismo nimero de unidades en cada fila); relaciones de tamafio
(tanto el nimero de unidades en cada fila y el nimero de filas se puede determinar a través de la longitud de los
lados del rectangulo); y estructura multiplicativa (el nimero de unidades en una matriz rectangular se puede
calcular a través del nimero de unidades en cada fila y en cada columna).

4. Conclusiones

Reflexionar acerca de la forma de abordar una investigacion en un campo “permite considerar, confrontar,
adaptar o evitar cuestiones que han sido tratadas; o incluso, retomar [las] que fueron consideradas y abordadas
desde nuevas perspectivas tedricas o metodoldgicas” (Marmolejo y Gonzalez, 2015b, p. 53). También posibilita
identificar el ndcleo comun de los problemas considerados (Godino, Font, Contreras y Wilhelmi, 2006).

La caracterizacién de la revision bibliografica expuesta en este trabajo arrojo una serie de reflexiones cuya
interpretacion devela conclusiones sobre el papel de la visualizacién en el estudio de las matematicas que
merecen ser destacadas:

- La visualizacién desempefia un rol determinante para el desarrollo y tratamiento de otras actividades
cognitivas y la construccién de conceptos matemadticos. Su inclusidon en procesos de instruccién y
aprendizaje, aunque no es obvia ni espontanea, debe ser asumida.

El desarrollo de la visualizacion se debe incluir desde la educacién basica. Uno de los tépicos en el cual

resulta mas propicio su desarrollo es el area de superficies planas. Los libros de texto y el software
educativo podrian desempefiar un rol determinante.

- No obstante, son los educadores quienes deben organizar intervenciones exitosas que enfrenten y
sobrepasen los conflictos de aprendizaje. Esto, a través del reconocimiento del rol de la visualizacién, de
los elementos a considerar para su desarrollo y de las dificultades reportadas. Es de esta forma, la
visualizacion podrd desempenar el rol que le corresponde en la ensefianza y aprendizaje de las
matematicas.

En los programas de cualificacién y formacién docente, es urgente y necesario considerar espacios que
susciten reflexiones sobre cémo la visualizacion puede ser desarrollada e incluida para soportar el
tratamiento del razonamiento, la construccién, la modelacién y la resolucion de problemas, asi como el
estudio de conceptos matematicos especificos.

Es necesario, pues, promover el estudio, entre variados aspectos, de cudles son los topicos del area o de
otros conceptos que, incluidos en la educacidn bdsica, son mds o menos propicios para promocionar

habilidades visuales relacionadas con las exigencias cognitivas que las matematicas requieren.
- También, es indispensable analizar el efecto de la aplicacién de pautas recomendadas por la literatura
especializada para favorecer el desarrollo de la visualizacidon a través del disefio y aplicacion de propuestas
de ensefianza y apuestas instruccionales.
Asimismo, determinar como las intervenciones de los educadores mediadas por el uso de los textos

escolares y los softwares educativos pueden considerarse para alcanzar el propdsito mencionado.

El reporte presentado en esta investigacion constituye una entrada infranqueable a nuevos caminos para
abordar desde puntos de vista variados los fendmenos que intervienen en la sinergia visualizacidon-estudio de las
matematicas. En este sentido, cuestiones como las que resefiaremos a continuacion organizan cuatro frentes de
preguntas que pueden reorientar y potencializar la investigacion educativa sobre la sinergia visualizacidon-estudio
de las matematicas:
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En cuanto a los tipos de visualizaciéon y las complejidades cognitivas que le subyacen, es necesario
considerar ¢como los educadores suscitan la articulacidon entre las aprehensiones que posibilitan las
figuras y la sinergia entre la visualizaciéon y demas actividades cognitivas? ¢En cuales casos, unas y otras,
se relacionan? ¢En cuales se apoyan? y éen cudles se oponen? ¢ Cudles son sus efectos para el aprendizaje?
¢Qué factores de visibilidad (o elementos de control visual), funciones visuales y estrategias meta-
cognitivas potencializan, complejizan u obstaculizan la aplicacidon de operaciones, cambios dimensionales,
de focalizacion y figurales? éCudles tipos de visualizacidn se suscitan en los tépicos donde es posible el
desarrollo de la visualizacién? ¢ Qué grado de complejidad les subyace? ¢ Cudl es su aporte para estudio de
las matematicas?

La investigacion en torno al tratamiento de actividades cognitivas evidencia un alto interés en los vinculos
visualizacidn-razonamiento deductivo y visualizacién-modelacidn. No es el caso de la articulacion entre la
visualizacion y la argumentacidn y la resolucion de problemas. Es necesario pues la realizacion de nuevos
estudios que amplien la comprensién de cdmo la visualizacion favorece u obstaculiza la resolucion de
problemas y la argumentacion, asimismo que evidencia pautas para su promocién y establezcan
dificultades, errores y obstaculos tanto en educadores como en estudiantes.

Sobre el rol de la visualizacidn en el estudio de conceptos matematicos son preguntas a incluir en nuevas
investigaciones écomo los educadores que participan en procesos de reflexién sobre el rol de la
visualizacidn en el estudio de las matematicas a) suscitan su aplicacidn en la construccion delos conceptos
de fraccién?, b) al utilizar los libros de texto superan las limitantes visuales que estos materiales imponen?,
c) ayudan a sus estudiantes a superar los bloqueos que encuentran al estudiar las relaciones pitagéricas?,
y d) determinan como interviene la visualizacién en los distintos topicos en que se suscita el estudio del
area (magnitud, medida directa, paso de la medida directa a la indirecta, extension de la férmula del
cuadrado a demas figuras rectilineas, area de figuras irregulares, dreas sombreadas, relacion con otras
magnitudes, entre otras)? Asimismo, es una cuestion a considerar écuales son los efectos de la instruccion
realizada en el aprendizaje?

Finalmente, en lo relacionado con el desarrollo de la visualizacion son preguntas a considerar écual es el
conocimiento, por ejemplo, el didactico-matematico (Gonzato, Godino, y Neto (2011).), que los
educadores de ensefianza basica tienen acerca del desarrollo de la visualizacion a través del estudio de las
matematicas? ¢Como su participacion en programas de cualificacion y formacion modifica dicho
conocimiento? ¢Cudles dificultades se encuentran? Tras la participacion en programas de formacion y
cualificacién, écuales son las apuestas instruccionales y mediacionales consideradas? ¢ Qué conflictos de
ensefianza y aprendizaje (errores, dificultades, obstaculos) se enfrentan? ¢Cual es el rol que desempenan
las facetas meta-cognitivas de regulacion y control en tales apuestas? ¢A través de cuales soportes
didacticos las promueven y cuales son los efectos que producen?

La respuesta a las cuestiones resefadas es un camino que hara factible el reflexionar sobre nuevas estrategias
de instruccidn, las cuales permitan a estudiantes y educadores sobrepasar la complejidad que representa el
incluir asertivamente la visualizacion en el estudio de las matematicas.
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